
 المحاضرة الاولى

 مقدمـــة
Introduction 

تشيي دراسة ييحرةال إيي ترربييمرتند ييحرجراءييحرجييارر ييدةدراجشيي   ة  ر يي تراسة ييحر

ةبإ غ دة رةبعشياةي حرإي كر يشرجشي   ارت ي ددرأي اةررارر ايد ررجي رأ ي راسة يحرةبعإ  ي  ر

رجي ررل إ ب يحةبعشاةي حرإ كر يشرجشي   اراب    ي راةبيحرإيمرةبيلجا ر  إيحرأشياةي حرتع يمرةا

  إحرأإ  حرإ ع مراةبحرإمرةبلجا راجارثمرأ  ج رء سسرةبعإ    رةبعشاةي حرإ ء  رءي سسر

ااةترأشيياةي حرإييمرةبييلجا رم بتيي رجيي رت ؼييإار إ ييمرتتت بيي  رةال إيي ا رجشيي   ة ر

ج ع اارجأ اذارأ مرإ دارزج  يح رإع يمر يت شرةبإاي تدرأ ي راسة يحرةل إي ترا يا رلي  ر

 ر ياةرةبدي  رأ ي ررأي اارر يدةدرةب ند يحرأي اةر ت يدةرجيارج درإ ء  رء  مر  ريدةسة را يا

رةبإدة  رء  مرراؼ ر إ    عحرزج  حرجارةبداةا رأ  راسة حرةبعإ    رةبعشاةي ح ر

اع تدر اةرةبفظشرجب جحر ظ دارأارةبعإ  ي  رةبعشياةي حرب بي امرإريدارأ جيحرلياتر

راؼي رإيمر إي ر ي عدعر رج رتع  هرةبعإ  حرةبعشاةي حرا   مرت أ مر يا رةبإفي   مر  ثجا يح

 اةرةبفظشر عغررءياة رةبعإ  ي  رةبعشياةي حرا اةطي   رأ إي ر أء ي ر ي  عدعرإيمر ياةر

 ةبر  برب عإ    رةبعشاةي حرةث ادرش اأ  

 ( أمثلت1, 1)

Examples 

ج رتستبرةبداةا رةبعشاةي حرإمراػمرشداؽرأ مرةثءظإحرل مرت غ يدرجيمررم بت  ر

بإ    حرج رإيمرتيأس فرإ يدة رتا ف ي رجيارايا ر  يد رةبلجا رت ستبرةثأت ترةبعشاةي حر

تسييتبرأشيياةي حرةبت ييبرأ ييمرةبسيي  سة رإييمرتغ ييدر    ييحرج بييغرج نييدرةبسيي  سة رب غ ييدر

ةث ع سرجارر تا ر  د را ستبرةاػتدةبرةبر د  يمرةبعشاةيمرإمرةبنارإيمرتا يابر

  رةب ييمرجا يي  رةبدةااييارجإيي راييساورربييمر ييراكرةبإسيي بتشرلتا فييهرأييارةبعإييش  رةبعإ  يي

ت ييأس فرجييمرةبييلجار    نييحربديياةا رأشيياةي حرجييسثدارأ ييمرءظيي  رجيي رتسييإمر  بعإ  يي  ر

رةبعشاةي ح ر تشرركرءعدعرتعدافرةبعإ  حرةبعشاةي حرءب  رةثجا حرةب  ب ح ر

 (:1, 1مثـال )

 فدعررء  رربب   رز دارءدارج لءحررأي اةرجيارةبإيدة درارء ي مر  بعي ارةبياوراظ يدر

ادجييلرربييمرةبعيي ارةبيياوررX)1( ربيي راررn ييدارإييمرةبدج ييحرس يي مررأ ييمرةبسييتفرةبع يياورب ل

إ دجيلرربيمرةبعي ارةبياوراظ يدرإيمرةبدج يحرةبا ء يحردررX)2(اظ درإمرةبدج حرةثابيمدررجي ر

دة رةبعشياةي حردرا راةر را  ب  بمراإراراطفر ا رةب ند حرةبعشاةي حر ع ي يحرةبإ غ ي…

 TnnX :)(درل ثرركرةبإ غ درةبعشاةيمرر)(nXارياكرأتي سارأيارةبعي ارةبياوراظ يدرر

اركر6در   در2در1اةباوراإرارركراراكررل رةبب مررnإمرةبدج حرس م ,...3,2,1Tر رر
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أ ي يييحرةبإ غ يييدة رةبعشييياةي حرر TnnX :)(ترييياكرأتييي سارأيييارجاييي تربعإ  يييحرر

ر إع إحرةبعإ  حرةبعشاةي ح رnأشاةي حدراةب مراسإمرإ   رةبدجلر

 (:2, 1مثـال )

تمر   سراس حرلدةسارةبظ  دارأ  ررل رةبإتي سة رااج ي ر ي ترأي  راةلي  ربي رار

)(nYةب يا ررادجلرب عي ارةبإسينشرإيمرnايا درإي كرر365 ر فيدعرركرأي ارراي  رةبعي  ر يار

ةبعإ  ييحر TnnY :)(تريياكرجايي تربعإ  ييحرأشيياةي حراركرر 365,...,3,2,1Tرالييأررءييهرر 

ر رررر  رطد درة رإمر اةرةبإا ترأ ارnY)(ب سرجارةبؼداسورركرتراكر  إحر

 (:3, 1مثـال )

 فدعرركرأ اةرجارةبإدػمرا  ظداكرةبتت يبرةبإعي بفرإيمررلي رةبإس شيف   درار

 رجيياررtادجييلرربييمرأيي ارةبإدػييمرةبييااارا  ظييداكرأ يي رةب دظييحرةبلج  ييحررtQ)(بيي رار

بتت يبرإي كر  إيحرةبإ غ يدرةباةػفررءهرأ  ج راظشرجداغرربمرةبإس شيفمر  طي ةرذبيغرة

تلاةار إبي ةسرةباةلي ردررجي ررذةرمي اسرجيداغرجيار يسادرةبإدػيمرإي كررtQ)(ةبعشاةيمر

ت غ يدرجيمررtQ)(ت    ضر إب ةسرةباةل درا اةراع يمرركر  إيحرةبإ غ يدررtQ)(  إحرةبإ غ در

رةبلجا 

اأ اررل رةببي مررtQ)(إ كرةبإ غ درةبعشاةيمرtأ  رروربدظحرزج  حررإمر اةرةبإا ترد

اجارثمرإ كرأ ي يحرةبإ غ يدة رةبعشياةي حرر...0,1,2,3ةب  ب ح:ر 0:)( ttQآ يدررترياكرجاي ا ر

ر ررtبعإ  حرأشاةي حرذة رةبإع إح

 (:4, 1مثـال )

 رإي كررtادجلرربمرج سابرةبإ درأ  ررل رةبس اارأ ي رةب دظيحرةبلج  يحررtZ)(ب رار

 0:)( ttZتراكرجا ارآ دربعإ  حرأشاةي حدرل ثرركرةبإ غ درةبعشاةيمرر)(tZاراأ يارر

ر إ رطد دح   بؼداسار 

 ( تعاريف2.1)

Definitionsر

رءب  رإ إ را مرتعدافرةبعإ  حرةبعشاةي حرا عغرةب ع سافرةبإ ع بحر    ر

 (:  1, 1تعريف )

تسإمرأ ي حرةبإ غ دة رةبعشياةي حر 0:)( ttXبعإ  يحرةبعشياةي حرر  stochastic 

processذة رةبإع إحررparameterرtر رر
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 (:  2, 1تعريف )

ةبعإ  يحرررstates دي ا رررtX)(تسإمرجنإاأيحرةببي مرةبإإر يحرب إ غ يدرةبعشياةيمر

ةبعإ  ييحرةبعشييياةي ح رإيي ذةر ييي كرررpositionsةبعشيياةي حدر إيي راإريييارركرتسييإمر إاة يييمرر

itX )(إ ءهراب تر أكرةبعإ  حرتراكرإمرةبد بحررiأ  رةب دظحرtر رر

 رإيي كرليي ا رةبعإ  ييحرةبعشيياةي حر1در1إفييمرةبإايي ترل TnnX :)(در2در1تريياكرررر

  اء ب تر  ارلي ا رةبعإ  يحررtX)( راسإمرةب غ درإمر  مرةبإ غ درةبعشاةيمر6در5در4در3

رةبعشاةي ح رر

 رإ راكرل ا رةبعإ  يحرةبعشياةي ح3در1 ترلرج رإمرةبإا 0:)( ttQر0أتي سارأيارر

ر ر…درر3درر2درر1در

اإرارركرتراكرل ا رةبعإ  حرةبعشاةي حرأت سارأار إ ي  رأ اايحررارم يدرأ اايحر

لاطف ح راذبغر   دةرأ مرؽت عحرةبعإ  يحرةبعشياةي ح رإفيمرءظدايحرةبتياة  ددرأ يمر يت شر

تراكرةبد ا رأتي سارأيارأي ارةبل ي يارةبيااارا  ظيداكرتبي امرةب  جيح ررةبإا تدرم بت رج 

رج ررذةر   رء  مر اػمرءإاذجرب سة حرلد حرتاط شرةثج عيحرإيمرءظي  ربشيد حرؽ يدةكدر

إ كرةبد ا رإمر اةرةب إاذجرجإرارركرتراكرأت سارأارجاػمرةثج عحرأ  رروربدظيحدر

ءبيا ر   ظي ضر  إي رأ اايحرة    سايحرا اةراراكرأت سارأارجا اربد ا رم درأ ااح ر

ب د ا رم درةبع ااحراجارثمراإرارركرءفردرإمرركرل ا رةب ظ  رأ ي رروربدظيحرأتي سار

رأارج غ درأشاةيمرأ او ر

 (:3, 1تعريف )

تسييإمر فؼيي درل بييحرةبعإ  ييحررtX)(إئييحر إ ييمرةببيي مرةبإإر ييحرب إ غ ييدرةبعشيياةيمر

ةبعشاةي حر 0:)( ttX رstate spaceاادجلربهر  بدجلررSر رر

راراكرإؼي درةبد بيحر يار 1در1إفمرةبإا ترل 6,5,4,3,2,1Sر1 ررجي رإيمرةبإاي ترل

 راراكرإؼ درةبد بحر ار3د ...,2,1,0S ر

 فظييي حرإييي كرةبعإ  يييحرةبعشييياةي حرأتييي سارأيييارجنإاأيييحرجرSرذةر  ءيييلرةبإنإاأيييحر

 0:)( ttXر1  ب ي بمرإي كرةبإاي ب ارلاأإ  حرأشاةي حرذة رإؼ درل بحرج فظش رتسإمرر

ر راعت  كرجا اكربعإ    ارأشاةي   ار فؼ درل بحرج فظش ر3در1 رارل1د

أت سارأارجنإاأحرج ظ حردررورركررSرذةر  ءلرةبإنإاأحر  ,Sردرإ كرر
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ر

 الثانيةالمحاضرة 
ةبعإ  يحرةبعشياةي حر 0:)( ttXتسيإمرأإ  ييحرأشياةي حرذة رإؼي درل بيحرج ظييش رر

 رتراءييي كرأإ   ييي ار4در1 رارل2در1ةبعإ   ييي كرةبعشييياةي   كرةبإعدإ ييي كرإيييمرةبإاييي ب ارل

رأشاةي   ار فؼ درل بحرج ظش ر

ر(:4, 1تعريف )

 إ ييمرةببيي مرةبإإر ييحربإع إييحرةبعإ  ييحرةبعشيياةي حررجنإاأييحتسييإمر 0:)( ttX  ر

ر رررTدراادجلربهر  بدجلرر (parameter space) فؼ درةبإع إحر

 رارييييييياكر1در1إيييييييمرةبإاييييييي ترل ...,3,2,1Tرارييييييياكر2در1ارإيييييييمرةبإاييييييي ترلر 

 365...,,2,1Tرإ كر4در1 رارل3در1لر رإمرةبإا ب ار     ,00:ttT ر

ج فظ حرإ كرةبعإ  حرةبعشياةي حررTرذةر  ءلرةبإنإاأحر 0:)( ttXتسيإمر عإ  يحرر

اإيمر يا رةبد بيحررdiscrete time stochastic processأشياةي حرج فظي حرةبيلجارر

راررtX)( ي ارجياررnXراررnX)(دراار يبرر tدجيلرر ي ارجيارةبرر nاإرارة    ة رةبدجيلر

tX ر

ج ظييي حدر إع يييمرررTرذةر  ءيييلرةبإنإاأيييحر    ,00:ttTدرإييي كرةبعإ  ييييحر

ةبعشياةي حر 0:)( ttXإمر عإ  يحرأشياةي حرج ظيي حرةبيلجارتسيرcontinuous time 

stochastic processاإمر ا رةبد بحراإرار    حرر)(tXأ مرةبظاساررtX ر

 رتريياكرأإ  ييحرأشيياةي حر2در1 رارل1در1ةبعإ  ييحرةبعشيياةي حرإييمر ييشرجييارةبإايي ب ارل

 رتراكرأإ  يحر4در1 رارل3در1إمر شرجارةبإا ب ارل لجارج فظش ررج رةبعإ  حرةبعشاةي حر

رأشاةي حر لجارج ظش 

 ( أوواع العملياث العشوائيت3, 1)

Types of stochastic processes 

 ررذةرTاإؼي درجع إيحرSبرشرأإ  حرأشاةي حرإؼ درل بيحاا  را ؼفرجإ رتب  ررءهر

 رأي اارأ يمرchain   يشرب عي رإي كرةبعإ  يحرةبعشياةي حرتسيإمر  سي حر  كرإؼ درةبد بيحر

ذبغدررذةر  ءلرةبس س حرب  رأ ارج   مرجارةبد ا رإ ء  رتراكرجد ااا را ياةرابياارربيمر

رةب ظ  فرةب  بم:
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ظيشدر إي رج فرTدررS:ر يشرجيارDiscrete-time chainرسلسلت مىفصللت اللسمهر  1

  رجايي ترآ ييدرب يياةرةب ييا ر ييار1در1إييمرةبإايي ترل ,1,0:)( nnXل ييثرركرر)(nXر

ةبإ ي فر اة يتحرأإ  يحررnاراكرأت سارأارأ اررأاةارةبرتدالرإيمرةبظي  اررس يمر

س سي حرترياكرأاادرإ كر ا رةبر100ةلإء  ج ررذةر  ءلرةبسعحرةبعظإمرب ظ  ارر مر

ر S}1,0,...,100{جد اااراإؼ درل ب   

ج فظيشدر إي ررTج ظيشدررS:رDiscrete-time processرعمليت مىفصلت اللسمهر  2

اريياكرأتيي سارأييارةبييلجارةبيياورانييبررnW  رراؼيي ر فييدعرركر2در1إييمرةبإايي ترل

 أ ييمر  يي زر إت يياتد ررذكرnتييشرت ف ييارةبتدءيي جفرس ييمرةء ظيي س رإ ,...2,1,0: nWnر

رتراكرأإ  حرأشاةي حرج فظ حرةبلجارج ظ حرةبد بح 

ج ظيشدر إي ررTج فظيشدرContinuous-time chain:Sرسلسلت متصللت اللسمهر  3

ادجيلرربيمرةبعي ارةبر يمربل ي يارجتعيمررtN)(  رراؼي در فيدعرركر3در1إمرةبإاي ترل

 ررذكtأ  رةب دظح ),0[:)( ttNرتراكر  س حرج ظ حرةبلجا ر

ج ظيشدررTدررS:ر يشرجياررContinuous-time processرعمليت متصلت اللسمهر  4

  رراؼيي درتريياكرةبعإ  ييحر4در1 إيي رإييمرةبإايي ترل ),0[:)( ttLأتيي سارأييارأإ  ييحرر

اراكرأت سارأارج سابرةبإي درأ ي ر ي رجي ررtL)(أشاةي حرج ظ حرةبلجادرل ثرركر

 ي  درر50 ر ياةرةبسي ر يم ررذةر  كرر تدر  إحربإ سابرةبإي درأ يtإمرةب دظحرةبلج  ح

ر ]50,0[رذكرإؼ درةبد بحرب ا رةبعإ  حراراك

رإمرةبن اترةب  بمر:رحةثس عءاة راإرارت   ضر ا رةث

 ب عإ    رةبعشاةي ح رةثءاة رةثس عح  :1در1  اترلررررررر

رTفضللللام المعلمللللت   

 مىفصل )خطوة(

 Tفضلللام المعلملللت  

 )زمه( متصل

 Sفضلللام الةاللللت  
 مىفصل

 )سلسلت(

  سيييييييي حرج فظيييييييي حر
ةبلجارلجدي اااغم در

رجد ااا 
 ,...2,1,0: nX n 

  سيييييييي حرج ظيييييييي حر
رةبلجا

لجدييييييييييييييي اااغم در
رجد ااا 

 ],0[:)( ttN 
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 Sفضلللام الةاللللت  

 متصل

رأإ  حرج فظ حرةبلجا
 ,...2,1,0: nWn 

أإ  ييييييييحرج ظيييييييي حر
 ةبلجا

 ),0[:)( ttL 

 الثالثةالمحاضرة 

دررذةر  كرإؼ درةبد بحرج فظشرارإؼ درةبإع إحرج فظشر  ر بر TnX n :ارر  

جييا TttX :)(رجييارة كرإظيي أ ةر يي  مرةب ع جييشرإييمر ب ييحر يياةرةبر يي برجييمرةبعإ  يي  ر 

حرإؼي درث ي يمردر إي رد بج فظش راإرارركراراكرإؼ درةبرةبعشاةي حرةب مرب  رإؼ درل بح

رإمرةبإا ترةب  بم 

 (:5, 1مثـال )

ر  يييبرإؼييي درةبد بيييحراإؼييي درةبإع إيييحرب عإ  يييحرةبعشييياةي حرةب يييمرتإايييشرةث ييي ة رر

رةبإسن حررث  دربعبرجت سةار دار    

 الةــل:

 مرةب دت يبرةث ي ة رأت سارأارج غ داارأشاةي  اراإا كرأرtYدررtX فدعرركر

دراجيارثيمرإي كرةبيلاجرtةب مر ن   رةبفداقرةثاتراةبفداقرةبا ءمرل مرةب دظيحر tt YX ر,

900دررtاإاشرةث  ة رةبإسن حرإمرةبإت سةارل مرةب دظحر  tررذكرةبعإ  حرةبعشياةي حرر 

مرتإايييشر يييا رةبظييي  دار يييمرةب ييي  900:,  tYX ttاةب يييمرارييياكرإ  ييي رإؼييي درةبد بيييحرر

  ...,2,1,0,:,  yxyxSاإؼيي درةبإع إييحرر 900:  ttTرتتيي رر ييا رةبعإ  ييحرجييارر 

ةبد بييحر 0,0ثييمرأ يي ج را سيينشر يي  رت  بييشرربييمرةبد بييحرر 0,1ةبفداييقرةثاتر ييارررذةر يي كر

ةباور  رر  ب سن شردررارربمرةبد بيحر 1,0اي ءمر يارةبياور ي رر  ب سين شررذةر ي كرةبفدايقرةبر

درا شرشرأ  رإ كر ا رةبعإ  حر ي   بشرجيارةبد بيحرا راة  Syx ,ربيمررورجيارةبدي ب  اررر

  Syx  ربمرةبد بحرراررذةر نشرةبفداقرةثاتر1,  Syx 1, ررذةر نشرةبفداقرةبا ءم

جيارةبرإ ي  رلأ اايحرررورءيا رر…در2Xد1Xاإرارركرتأ ارةبإ غ يدة رةبعشياةي حر

 إ راإرارركرترياكرجع إي ارأ يمر عؼي  رةبيتعغررارترياكرجسي ب حرشيدؽ   رراراطف ح ر

جسي ب حر   إي رترياكرةبإ غ يدة رر…د2Yد1Yبمرتراكرةبإ غ يدة رةبعشياةي حرإمرةبإا ترةب  

ر ا إ ع  رتأ ار إ   رأ ااحرم درجس ب حرر…د2Xد1Xةبعشاةي ح

 (:6, 1مثـال )



 

  7  

ارءهرإيمر يشردرإمرةبتاسطحرةبسعاااحررل رةث  مرةب ن ساحرب إؼ س حأ مر  سر ةر

 ر فيييدعرركر1/2رارا سيييدرساييي ار  ل إييي ترر1/2ايييا ر  رسيييبرساييي اراةلييي ةر  ل إييي تر

ر:جارةثا  رnرأ ا ارجرسبرأ مر ع ررnXةبإ غ در

را  رإؼ درةبد بحرارإؼ درةبإع إحرب عإ  حرةبعشاةي حرر  1 TnX n : ر

رثتلرركر:رر  2  0nXEدرر  nXVar n  ر

رررالةــل:
رذكرإؼيي درةبإع إييحراريياكرر…د3در2در1تريياكررn رل ييثرركرةببيي مرةبإإر ييحرب إ غ ييدر1

 ...,3,2,1Tل ييثرركرةببيي مرةبإإر ييحرب إ غ ييدرةبعشيياةيمرادررnX0,1,2 ييمرر..., در

رذكرإؼ درةبد بيحرب عإ  يحرةبعشياةي حرارياك ...,2,1,0 Sدر  ب ي بمرإي كرةبعإ  يحر

ةبعشييياةي حر TnX n :ترييياكرأإ  يييحرأشييياةي حرج فظييي حرةبيييلجارج فظييي حرةبد بيييحرر

رل  س حرج فظ حرةبلجا  

ررذكر:ررردiس مررا غ درأشاةيمراإاشرجرسبرأ مرإمرةب ج رiY ر فدعرركر2
















2

1
,1

2

1
,1

باحتمال

باحتمال
iYر

ر  ب  بمرإ كر:ا

  0
2

1

2

1
iYEدررر  1

2

1

2

1
iYVarر

ر  بع  حر:ررiYدتتؾر  رارnXبرارا





n

i

in YX
1

ر

ررذكر

    0
11









 



n

i

i

n

i

in YEYEXEر

ر:رذكجس ب حردررnYر…در2Yدرر1Yال ثرركرةبإ غ دة رةبعشاةي حر

    nYVarXVar
n

i

n

i

in  
 11

ر 1

ءب  رةثجا حرةبا  رةب  ب حرل مرا إرارةبب سئرجارإ يمرتظياسرةبعإ  ي  رةبعشياةي حر
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ردرةبد بحراإؼ درةبإع إحرإ إ ر   ة اإؼ 

 (:7, 1مثـال )

دراءف يدعررء ي ر ي  نفررذةرد يدرربب   ر تع مرأإ يحرجعي ر إسي ارجيدا فدعررء  ر

 ياررnXأ مر تدمرةببتع  ارءفسرةبشمدرل    حررارطاسا راءفششر   رذبغ رب رار

 ر يا رةب عتيحرتإايشر عإ  يحرأشياةي حرnأ ارجدة رةب ني  رل يمرةبدج يحرس يمر TnX n :ر

:رركرج فظ حرةبلجارج فظ حرةبد بحدرل ث 50...,,2,1Tدر 50...,,2,1,0Sر ر

 (:8, 1مثـال )

 فدعرركرب ا  رط  ا  اررردربرارء  راػع  رإ  إي رثي  ر يدة ر  ؼي درا إيسر

 شرج  إ رأ مررس مر دة  ر فدعررء  رر دا ي رأإ  يحرر دة ر ؼدةدر شدؽرركراد او

 ييدبرج رييدسارجييارةبظيي  ا  ادرارإييمر ييشرأإ  ييحرءبييا ر سييدبر ييدارأشيياةي  رجييار ييشر

ررررإيمرط  اررثمرءبا ر عريسرجاػيعمرةبريدت ارلءؼيمرةبريدارةبإسيدا حرجيارةبظي  ا

 ارأ ارةبردة رةبت ؼ درإيمرةبظي  ارررر عي رر يدةدرnXدراةبعرس  رب رارةبظ  اررب

 رجييارةباةػييفرركرnأإ  ييحرةبسييدبرس ييمر TnX n :تريياكرأإ  ييحرأشيياةي حرج فظيي حرر

:ركرةبلجارج فظ حرةبد بيحدرل يث ...,3,2,1Tرد 3,2,1,0Sر  بإايشررذةر ي كر nYيارر 

درإييي كرnأييي ارةبريييدة رةب ؼيييدةدرإيييمرةبظييي  ارررر عييي رر يييدةدرأإ  يييحرةبسيييدبرس يييمر

 TnYn :رركردرل ييييثةي حرج فظيييي حرةبييييلجارج فظيييي حرةبد بييييحتريييياكرأإ  ييييحرأشييييار:

 ...,3,2,1Tدر 4,3,2,1Sر رر

 (:9, 1مثـال )

ةبت برةبإبتاب ارب  سة حرإيمر  جعيحرةبإ يغر يعاار يشرأي  درأ إي رر  أ ت سرأ ا 

ادجييلرربييمرأيي ارةبتيي بررX)1957( ربيي را1957 ييأكر  جعييحرةبإ ييغر ييعاارإ دييلرأيي  

برةبإبتياب ارإيمرادجلرربمرأ ارةبتي رX)1958(ركا1957 ةبإبتاب ارإمرةبن جعحرإمرأ  

تإا شرأ ارةبت برةبإبتاب ار ن جعيحرةبإ يغر يعاار يشررربخ ر  ب  بمراإرار…د1958 أ  

أ  ر ع ي حرجارةبإ غ دة رةبعشاةي حر ,...1958,1957:)( nnXاةب مرتع تيدرجاي اربعإ  يحرر

رأشاةي حرج فظ حرةبلجارج فظ حرةبد بح ر

 شوائيت( خواص العملياث الع4, 1)

Properties of stochastic processes 

ةبعإ  ي  رةبعشياةي حر ي اكرةب ياعرإيمر اةطي  رربب در عغرةبؼيادرلياتراإرار
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رtX)(راررnX)(جيي را يي مرةبتيي لا ار  سة ييحر  يي درءإيياذجرب ع  ييحر يي ار يي مرر  رةبت  ي ييح رم بتيي

ةبيييلجا رإيييمرر سيييؾرةثءظإيييحرترييياكرةبإ غ يييدة ررةبعإ  يييحرجيييمرلت غ يييد رأ ييي ج رت ديييد 

جس ب ح را اةراع مرركرةب  تفرإمرا لرجي رارا يأثدر ي ب اةتفرإيمرةثزج يحررnX)(ةبعشاةي ح

إيمر عيغرارةث دى ر إا ترأ مرذبغرء  يفرأإ  حرتردةسرربب درز دارءدارم يدرج إ يلا 

أ  را لرج ر نإ مرةب   يفرةبس  بح ر إاي ترأ يمرذبيغررnX)(ةثءظإحرةث دىرت أثدرء  نح

 فييدعررءييهرايي مر ييدبررأيي ةارأشيياةي حراةليي ر عيي رة  ييدرا يي اكررليي ترجييارطيي  ارر

 رإإييارةباةػييفرركرةبعيي ارةبيياور يي  مر100ربييمرر1اد يياورأ ييمرةثأيي ةارةبظييد دحرجييار

ر دتهرإمرةبإس بتشراع إ رأ مر إ مرةثأ ةارةب مر دتلرجار تش ر

را مر عغرةب اةصرةب  جحرةث دىرب عإ    رةبعشاةي ح رإ إ 

:رتسيإمرررindependent incrementsرالعمليت العشوائيت ذاث زياداث مسلتللت  1

ةبعإ  ييحرةبعشيياةي حر TttX :)(عإ  ييحرأشيياةي حرذة رزايي اة رجسيي ب حررذةر  ءييلررر 

)()(ةبإ غ ييييييدة ررةبعشيييييياةي حر 12 tXtX د)()( 23 tXtX در…دررر)()( 1 nn tXtXر

ntttاةب مرتدبقررntدرر…درر2tدرر1tجس ب حربنإ مرة    سة رةثزج حر  ر رر21...

 رةب غ  يدررياكر إ ي ت:رإمرةبعإ  يحرةبعشياةي حرذة رةبلاي اة رةبإسي ب حرربمعىى آخر

رإمرل بحرةبعإ  حرةبعشاةي حرأ مرإ دة رم درج  ة  حرجس ب ح 

:ر stationary increments  العمليلت العشلوائيت ذاث زيلاداث مسلتلرة )ةابتلت(  2

تسييإمرةبعإ  ييحرةبعشيياةي ح TttX :)(عإ  ييحرأشيياةي حرذة رزايي اة رجسيي بداررذةرر 

)()( ييي كرتازايييمرةبإ غ يييدرةبعشييياةيم tXstX جسييي بشرأيييارtييياةراع يييمرركرا ر 

ةب ازامرةال إ بمربرإ حرتغ درل بيحرةبعإ  يحرةبعشياةي حر ي ترإ يدارجع  يحر stt ,ر

ر ررtااراع إ رأ مر  ةا   ررsاع إ رإبؾرأ مرؽاترةبف دار

ابييي ترر:رMarkovian propertyلعشلللوائيت ذاث خا للليت ملللار و  العمليلللت ا  3

ب عإ  حرةبعشاةي ح TttX :)(رء  رت إ يمر   طي حرجي س ا ررذةر  ءيلرل ب  ي رإيمرر

ةبإسيي بتشدر شييدؽرجعدإييحرل ات يي رإييمرةبإ ػييمراةبد ػييددرارت ييأثدررار د ب  يي ر

رورتأث درأ مرل ب  ي رإيمرةبد ػدارإبؾدررورركرل بحرةبعإ  حرإمرةبإ ػمرب سرب  ر

رuةبإس بتشر شدؽرجعدإحرل ب   رإيمرةبد ػيد را ياةراع يمررءيهربريشربدظيحرزج  يحر

utدرtX)(إيييييييي كرةبإ غ ييييييييدرةبعشيييييييياةيم اريييييييياكرجسيييييييي بشرأييييييييارةبإ غ ييييييييدرر

utدtX)(ةبعشيياةيم شييدؽرجعدإييحرةبإ غ ييدرةبعشيياةيمر )(uXرةبعإ  ييحرةبعشيياةي حر 
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 ةب مرت إ مر   ط حرج س ا رتسإمرأإ  حرج س ا  ر

 الرابعةالمحاضرة 
ةرتدبيقرةبعإ  حرةبعشاةي حرج فظ حرةبلجارج فظ حرةبد بحرتدبقر  ط حرج س ا ررذ

رررررةبشدؽرةب  بم:
 

 iXjXP

iXiXiXiXjXP

nn

nnnn









|

,,...,,|

1

ر0011111

011ةبديي ا ربنإ ييمر ,,...,,, iiiij nابرييشررnراإرييارتفسيي در ييا رةب  طيي حر يي  تم:ر 

ااراع إ رأ مر ي مرةبدي ا ررnXاع إ رإبؾرأ مرةبب إحرةبد ب حرب ر1nXةب  تسر ب إحر

011ةبإ ػ ح ,,..., XXX nر ر

011إي كرةبدي ا رةبإ ػي حرnX أتي درةبد بيحرةبد ب يحر ربمعىى آخر: ,,..., XXX nار

ر ررر…د2nXد1nXتسثدرأ مرةبد ا رإمرةبإس بتش

رةثجا حرةب  ب حرتإرارةبب سئرجارإ مر  ط حرج س ا رإ إ ر   ة ر

 (:11, 1مثـال )

ادجلرربمرةبعي اررnX تعحرأإ حرجع ء حرم درج إ لارأشدرجدة راركر فدعرربب د

 رابياار ياةرةبفيدعرربيمرةبعإ  يحرةبعشياةي حررnةبر مرب ظاسرةب مرتظ درل مرةبدج حرس مر

 ,...2,1: nX nفؼ درةبد بح  10,...,2,1,0Sاإؼ درةبإع إح 10,...,2,1Tرارك:رر
 



















 

otherwise,0

)10,...,2,1,0(,,
2

1

)9,...,2,1,0(,1,
2

1

,...,,| 11111

iij

iij

iXiXiXjXP nnnn

ر

121إبييؾرااراع إيي رأ ييمرiجييارةباةػييفرركر يياةرةال إيي ترةبشييدؽمراع إيي رأ ييمر ,,... iiinدر

,...,11اراع إ رأ مررورجار1nXإ كرnXا اةراع مررءهر إعدإح XX nدرا  ب  بمرإي كر يا ر

اجارثمرإ كرةبعإ  حرتدبقر  ط حرج س ا  ,...2,1: nX nر تراكر  س حرج س ا ر
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ر(:11, 1مثـال )
اركرةل إي تررا رابريار فيدعرركر تعيحرةبعإ يحرج إ يل11در1  بعااارربيمرةبإاي ترل

 طاسادرروررك:حراس اورث  ررػع  رةل إ ترد اسرد اسر    

P(طاسا) = 1/4,    P( ح    ) = 3/4 

ررذك:

  (1,1|2 123 PXXXP   د اسرطاسارإمرةبدج حرةبا باح
4

1
)  دررر  

رراؼ :

  (0,1|2 123 PXXXP   د اسرطاسارإمرةبدج حرةبا باح
4

1
)  دررر  

  (1,2|2 123 PXXXP   د اسر    حرإمرةبدج حرةبا باح
4

3
)    ررر

اجسيي ب حرأييارر2Xالييأرركر إ ييمر ييا رةال إيي ا رةبشييدؽ حرتع إيي رإبييؾرأ ييمر  إييح

ر ر  بإاشراإرارلس بررك:1X  إح

  ,
4

3
1,1,3|3 1234  XXXXPر

  ,
4

1
,,2|3 112234  iXiXXXPر

  ,
4

1
,,3|4 112234  iXiXXXPر

  .0,,3|5 112234  iXiXXXPر

اجسي ب حرأيار ي مر يشر3Xالأرث ء حرركر ا رةال إ ا رةبشدؽ حرتع إي رإبيؾرأ يمر  إيح

ر رأإاج راإرارلس بررك:2Xد1Xجار
 













 

otherwise,0

)10,...,2,1,0(,,4/3

)9,...,2,1,0(,1,4/1

,...,,| 11111

iij

iij

iXiXiXjXP nnnn

ر

121راع إي رأ يمر ي مراارiةال إ ترةبشدؽمرإبؾرأ مر  إيحرةاع إ ر ا ...,,, niiiراجيارثيمر 

,...,11ارتع إيي رأ ييمررورجييار1nXر  إييحرجع اجييحرإيي كرnX  إييحرإ ءييهرأ يي ج راريياك XX nر 

را اةراتد ارأ مرركرةبعإ  حرةبعشاةي حرإمر اةرةبإا ترتدبقر  ط حرج س ا  
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 (:12, 1مثـال )

ت راكربعتيحر سي تحرجياررببي در تعيحرأإ يحرم يدرج إ يلارةبع اي رجيارةبإيدة دراركرر

  إي رد ييد ررة راةلي ر  إي رد يد رطياساراا سييدرساي ا ررة راةليي رةب أيبر  رسيبرساي ا ر

درل ثرركرnرأت سارأارةبإرسبرةب دة إمرب أبر ع رربب درةببتعحرس مرnX    ح رب رار

00ةبب إحرةبس بتحرتش درربمرةب س سارةبفع  حرارك Xر رةبعإ  حرةبعشاةي ح ,...2,1: nX nر

إمر اةرةبإاي ترتدبيقر  طي حرجي س ا  راب اػي فرذبيغر ي ب  رةبد بيحرةب  طيحرةب  ب يح ر

 عي ررببي درءف دعرركرةب أبررطتفراإ  غرسط  ةرتدة إ ي رجبي ةس ر يلرساي ا راذبيغر

 تعييحرةبعإ ييحرأشييدارجييدة  را لييأرركرجعدإييحرجيي ر ييدىرجييار سيي ساررارجرسييبر يي تر

ةبإديي اا رةب ييمرتسييتقرةبإد ابييحرةبع شييداربيي سرب يي ررورتييأث درأ ييمرجعدإييحرةبإرسييبر

ةب دة إمرب أبر عي ررببي درةببتعيحرةبد اايحرأشيدردرإي كرةبإرسيبرةب دة إيمر عي رر يدةدر

تمرساي ا ر  ل إي ترةبإد ابحرةبد اايحرأشيدر  ظيتفررجي ر ي
2
رار إيسرساي ا ر ي فسرر1

ةال إ ت را اةراع مرركرةبإرسبرةب دة إمر ع رةبإد ابحرةبد ااحرأشدراع إي رإبيؾرأ يمر

ةبإرسبرةب دة إمرب أبر ع رةبإد ابحرةبع شدا رال ثررءهرجارةباةػفرركر ا رةب   نيحر

ةبعشيياةي حرإييمر يياةرةبإايي ترتدبييقر  طيي حررت دبييقربتيي  مر إ ييمرةبإديي اا دررذكرةبعإ  ييح

رج س ا  ررر

 ( بعض العملياث العشوائيت الشائعت5, 1)

Some common stochastic processes 

إ إ را مرءب  ر  ان زر  يإيحربيتعغرةبعإ  ي  رةبعشياةي حرةب  طيحراةب يمرارياكربريشرج  ي ر

رتعداف  رةب  صرا اةط  راتتت ب ت   ر

 رتسإمرةبعإ  يحرةبعشياةي حر Bernoulli processر. عمليت برووللي1 ,...2,1: nX nر

10لرp  ل إ ترةب ن  ربرووللي  عإ  ح  pر ررذةرتدبقرةبشدؽ ك:ر

رجس ب ح ر…درر2Xد1Xلر ررررتراكرةبإ غ دة رةبعشاةي حر

لب ر  pXP n 1در  pqXP n  ر2,1n...,برشرر10

إؼيي درةبإع إييحربعإ  ييحر دءيياب مر ,...2,1: nX nأتيي سارأييارإؼيي درج فظييشرااعتييمرر

أ ييمرةبظيياسار ,...2,1Tدراإؼيي درةبد بييحرراؼيي راريياكرإؼيي درج بتييمرااعتييمر يي رر

 1,0S ر

ر
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رةبإد ػدارةب  جسح

 (:13, 1مثـال )

جع  يحر فديضرسات  يمربريشر  ي زراي مرتنإ عيهرر  يلاتبا ررل رةبشد   رب نإ مرر

إ ي مراػيمرر  رارج ررذةر ي كر ي  إ1nXإ ءهرا مراػمر  رجع ترnإ    رإ ذةر  كرةبن  زرس مر

0nXأإ  ييحرةلإء يي جرت ؼيمرب ظيي  را ييحرجعي ارإيي كرةبإ غ ييدة رةبعشيياةي حر ر فيدعرركر

12 ,,... XXةبدظيياترأ ييمرءظيي  رجع ييبرةل إيي تتريياكرجسيي ب حرارذةر يي كرpث  ييلرجييمرر

ةبييلجادرإيي كرةبعإ  ييحرةبعشيياةي حر ,...2,1: nX nبعإ  ييحر دءيياب مر  ل إيي تررتريياكرجايي ا رر

ر ررpةب ن  

 فييييدعرركرةبعإ  ييييحرةبعشيييياةي حرر.Binomial process. عمليللللت ذح الةلللل يه 2

 ,...2,1: nX nتراكرأإ  حر دءاب مر  ل إ ترةب ن  رp:ر رب رار










,...,2,1,....

0,0

21 nXXX

n
S

n

n
ر 1در1لر

 رnرل يمررتإي  رةبإد ابيحرس يمأت سارأارأ ارجدة رةب ن  ر  ترةبإد اا رةثابمر

رذكرةبعإ  حرةبعشاةي ح ,...2,1,0: nSnردرل ثررك:ذح الة يهتسإمرأإ  حرر

    nkpp
k

n
kSP

knk

n ,...,2,1,0,1 









ر

إؼ درةبد بحراإؼ درةبإع إحربعإ  يحرذورةبدي ااراأ ياةرءفيسرةبظياساراةب يمرتسي اور

 ...,2,1,0ر رر

ترياكرأتي سارأياررر إعي تربواسونأإ  حرر.Poisson processاسون . عمليت بو3

أإ  حرأشاةي حدرجا ر 0: tN tرتدبقرةب اةصرةب  ب ح:درذة ر  إحرطد دحرا

1  00 Nر

tstةبإ غ دة رةبعشاةي حر  2 NN ا ؾرت تمرتازامر اة اكر إ sدراذبغربنإ يمر

0t0دررs ر

راراكربهرزا اة رجس ب ح رtNةبإ غ درةبعشاةيمر  3

إؼ درةبد بحربعإ  حر اة اكر 0: tN tاراكرج فظشرل ثر ...,2,1,0Sرج رإؼي درر

ج ظيشرل يثررةبإع إحرإ يا 0:  ttTرت  شيدرتتت بي  رأإ  يحر اة ياكرإيمرةبع اي ر 
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أ مر ت شرةبإا تر:رءإاذجربعإ  حراطياترةبل ي ياربإ نيدرجي درءإياذجررإن ا دجارةب

ةب مرتظشرربمرجداترةبإر بإ  درءإياذجراطياترةبنسي إ  رر  تف حبع ارةبإر بإ  رةب

رةبخ رر…ةبإشعحربع ةار  نددر

تسإمرةبعإ  يحرةبعشياةي حرر.Gaussian processوش . عمليت جا4 0: tX tعإ  يحر 

رحةبعشاةي رة ةبإ غ دج نهرررذةر  كرجاوش 
nttt XXX ...,,,

21
اسي غرةب ازايمرةبتت عيمرر

ةبإ ع اربنإ مرةبب مر  ,0...,,, 21 nttt1ابرشرnر رر

بعإ  حر  اسراراء رج ظ  ا رتظ يدرأإ  يحر ي اسرإيمررإؼ درةبد بحراإؼ درةبإع إح

ةبع ا رجارةب تت ب  رإيمرجني ا رةب    يحرةبر د  ي يحدرأ يمر يت شرةبإاي تر:ر  إياذجر

ب أث درتغ درةبن  رةبر د  يمرأ مرةبإب اج  درءإاذجرتأث درةبؼاػ درةبد ط حرأ يمر

ر   زرةا  بت ترأ مرأإ  حرةاتظ ا رةلإبر داء ح ر

رتسييإمرةبعإ  ييحرةبعشيياةي حر. Wiener processـر . عمليللت وولل5 0: tWtعإ  ييحرر 

ررذةرلببلرةبشداؽرةب  ب ح:رووـر

1  00 Wر

ر  2 0: tWtرجس ب ح زا اة رجس بداراتراكرذة رر

ر0ا تييمرةب ازاييمرةبتت عييمر  بإ ا ييؾرtWدرإيي كرةبإ غ ييدرةبعشيياةيمر0tبرييشر  3

tcاةب ت اار ر إ حرلب ب ح رcدرل ثر2

إؼ درةبد بحراإؼ درةبإع إحربعإ  حر  اسراراء رج ظ  ا رتسإمرأإ  حراءي دررل  ءي ر

  ييحراء يي درإييمر رتظ ييدرأإ Brownian motion processبللراونرحر للت عإ  ييحر

ةبع ايي رجييارةب تت بيي  رإييمرجنيي ا رج ر ء ريي رةبرييمردراةبظيياة درةبإ  ة  ييحراةا  ظيي ار

رام د  رجارةب تت ب   ر

بي رارر. The Ornstein-Uhlenbeck processأوهلىبل  -يهت. عمليلت أوروسل6

 0: tWtدرا  عداييفرةبإ غ ييدرةبعشيياةيمأتيي سارأييارأإ  ييحراءيي درtUدربييتعغر يي مر

0ردرأ مرةبظاسا:ر

0,2 


tWeU te

t

t 



ر

رذكرةبعإ  حرةبعشاةي حر 0: tWtر ررأوهلىب -أوروسيهتسإمرأإ  حرر
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إؼ درةبد بحراإؼ درةبإع إحرب يا رةبعإ  يحراراءي رج ظي  ا رد يد ر يا رةبعإ  يحرأ ي ر

 مرجغإيياسرإييمر يي يشررارميي زدراةب ييمرتف يي رإييمراسة ييحرءإيياذجرباطييفر ييدأحر سيي

رةبإ ر ء ر رةلإلظ ي ح ر

 ( تماريه6, 1)

رtX ر فدعرتند حرت راكرجيارجشي   ارتسيدامرأد يحر يت ررأ ي رةب دظيحرةبلج  يحر1,1ل

 دأحراجاػيمرةبعد يحرأ ي ررtZدرtY  ترةب   بحرةثابمرإمرةبست ر را فدعرركر

ةب دظحر رراطفرإؼي درةبد بيحراإؼي درةبإع إيحرب عإ  ي  رةبعشياةي حر 0: tX tدرر

 0: tYtدر 0: tZ t ر

 را مرتسن شراس   رلدةسارةبظ  دارإمرج   درةبإ غرإ  رةب ابمر شراا ربإ ارأي  ر2,1ل

 يي اد را يي فرجييار ييا رةبعإ  ييحرج    عييحرجييارةبب   يي  رب س ييحدرة  يي ةدرجييارةثاترجييارا

رراطفرةبعإ  حرةبعشاةي حرةب مرت   بر ا رةبظ  دا 

الأرركرةب ةس  ار  رةأ  ااةرأ مرأإشرة   اترب اأ ارجارج ا ت  رةبعإ    ر

رةبعشاةي حرا إ :

:رج ا ؾراس حرةبددةساررث  درةبظ  يدارإيمرةب   يمرج ا ت  رةبإنإاأحرجاش  رر

ر 1999جارإتدةادرأ  رأشدر

ر 2002ج ا ت  رةبلجارجاش:رج ا ؾراس حرةبددةساررث  درةبظ  داربع  ر  رب

اإاشرأ ارةبإر بإ  رةبإس  إحرأ  رأ جشرتدااشرجر بإ  رت  فاء يحررtM ر فدعررك3,1ل

أشييدرا  بييح رردرإييمر ييشرةبا ء ييحر يي ترإ ييدارزج  ييحرؽاب يي ر إسييحtأ يي رةب دظييحر

رراطف:ر

رأإ  حرأشاةي حرت   بر ا رةبظ  دا   رر

رج ا ؾرةبإنإاأح ر  رب

رج ا ؾرةبلجا ر  ر 

 ر شيدؽرركر2,1 رأد رأإ    رأشياةي حربب ي سراس ي  رةبديدةسارإيمرةب إيداارل4,1ل

رتراكر ا رةبعإ  ح:ر

رج فظ حرةبلجارلةبإع إح رج فظ حرةبب إحرلةبد بح  ر  رر

رحرلةبد بح  ج فظ حرةبلجارلةبإع إح رج ظ حرةبب إرر  رب

رج ظ حرةبلجارلةبإع إح رج فظ حرةبب إحرلةبد بح  رر  ر 
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رج ظ حرةبلجارلةبإع إح رج ظ حرةبب إحرلةبد بح  ر  ر 

 ر  عدايفر2,1 راإرارة    سرءإاذجر س ؾرب س يحرةبديدةسارةب ياجمرإيمرةب إيداارل5,1ل

nCرأ مرةبظاسا:ر

nn X
n

C 4
365

2
cos116 











ر

,,....ل ثرركر 21 XXتراكرأت سارأارج    عحرجيارةبإ غ يدة رةبعشياةي حرةبإسي ب حر

ر ررnCاةب مرب  ر إ ع رةب ازامرةبتت عمرةبإع  سو ررا  رج ا ؾر

 ر  عدايفر2,1 راإرارة    سرءإاذجرآ درب س يحرةبديدةسارةب ياجمرإيمرةب إيداارل6در1ل

nCرأ مرةبظاسا:ر

nnn XCC 4
2

1
1  ر

,,,....ل يييثرركر 210 XXCترييياكرأتييي سارأيييارج    عيييحرجيييارةبإ غ يييدة رةبعشييياةي حررر

ر رnCةبإس ب حراةب مرب  ر إ ع رةب ازامرةبتت عمرةبإع  سو ررا  رج ا ؾراتت اار

 


